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Al realizar cualquier medicion para determinar un valor en un experimento, intervienen una
serie de factores que alteran o modifican este valor. Uno de esos factores se atribuye a los
instrumentos y metodos de medicion, en donde la ultima cifra significativa esta relacionada a
la minima division de la escala en que estan graduados.

Error en una medicion
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Si medimos una distancia con una regla, por ejemplo, nuestra medicion puede ser 25.3cm y
dado que la regla tiene divisiones de 1mm, podemos estimar el error en nuestro valor como
0.5mm, i.e. el valor es 25.30+0.05cm. Quiza ésta implica que el valor verdadero de la
medicion puede tener cualquier valor entre 25.25 y 25.35 con igual probabilidad; pero no es
asi. Es mas probable que el valor es cerca de nuestra medicion que maés lejos. Podemos
ver este efecto si repetimos la medicion muchas veces y graficar el valor medido (en una
banda) contra el numero de veces que la medicion nos dio ese valor. Figura 1(a) muestra la
grafica tipica que se obtiene en esta situacion. Figura 1(b) muestra la distribucion normal. Se
puede mostrar que en el limite de bandas muy pequefias y un numero de observaciones muy



grande (infinito), si los errores son aleatorios, que la probabilidad de obtener un valor (i.e. el
numero relativo de veces de obtener un valor) esta dada por la distribucién normal.

La distribucion est4 dado por:

Ptnsuo)= ol ®
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en donde x es el valor, « es el promedio (el valor en el pico) y o es la desviacion estandar
que da la extension de la funcion.

Se puede calcular que:

68% de los valores estan en el intervalo y-oc <x<u+o
95.5% de los valores estan en el intervalo x-20 <x< u+20
99.7% de los valores estan en el intervalo x—3c <x< u+30.

i.e. o nos da una medida del “error” o extensién en el valor. Vamos a decir que nuestro valor
es u+ o . También se puede ver que es muy improbable que el valor “correcto” es mas que

3o del valor promedio, entonces si dos valores estan separados por mas que 3o, podemos
decir que “no son iguales”.

Ahora, si tenemos N mediciones de nuestro valor, X Xos Xg ooy Xy ¢,como podemos

calcular la mejor estimacion al verdadero valor?. La probabilidad de obtener el valor en el
intervalo X, =X +dx €s:
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donde x' es nuestra estimacion del promedio. Del mismo modo, la probabilidad de obtener
los valores de todos nuestros N mediciones es:

Queremos calcular el valor de x' que te da la maxima probabilidad de obtener los N valores.
Este calculo se puede hacer si se toma la diferencial de ecuacion (3) con respeto al ' y luego



se pone este resultado igual a cero. Se obtiene que:

p=—2X

1 N
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i.e. el promedio aritmético.

Ahora, queremos calcular o', una estimacion de la desviacion estandar que nos va a dar una
estimacion de la variacion en cada una de nuestras mediciones. Se puede calcular del mismo
modo del calculo para ' para obtener:

N »
o\ Bk ®

En calculadoras, normalmente esta cantidad se conoce como oN 1

Ahora tenemos nuestras mediciones con sus desviaciones estandar:
X, to', X, o', X0, ... , Xy T O

y una estimacion del promedio de nuestras mediciones. Lo que queremos es una estimacion
del error del promedio. Para calcular esta cantidad tenemos que ver como hacer la
combinacion de errores.

Combinacién de errores

Comunmente la medicién de una cantidad fisica no se realiza directamente con un
instrumento, sino que se calcula a partir de otros parametros medidos directamente con otros
instrumentos. De manera que la incertidumbre asociada al célculo final debe ser calculada
también por un procedimiento definido, que involucre tanto a las cantidades directamente
medidas como a sus correspondientes incertidumbres; esto se conoce con el nombre de
propagacion de incertidumbres.

Supongamos que el valor de la cantidad de interés es z, y se determina esta cantidad a partir
de una variable directamente medida, X, a través de una funcion f( ):

= f(X) (6)

la incertidumbre se calcula como sigue:
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En la figura 2 se presenta la grafica de la funciéon f(x); en el eje horizontal se muestra el valor
x de la cantidad medida, asi como su incertidumbre indicado por el intervalo:

XtSX=(X-XX+5X) @)

Proyectando dichos valores al eje de las ordenadas a través de la grafica de la funcion, se
obtienen los valores correspondientes de z:

zi5z=(z—5z‘,z+5z+) (8)

en donde se ha hecho evidente que el intervalo de error asi obtenido es asimétrico para z.
Aplicando la ecuacion (6), obtenemos que:

527 =Af" = f(x)- f(x-5x) ©)
Sz°=AF" = f(x+5x)- f(x)
Si definimos como Af simplemente el mayor de Af =y Af 7, la incertidumbre propagada sera

07=Af —ifo (10)

Aceptando que Af (= §2) y Ax (= 6x) son pequefios, podemos aproximar el cociente en (10)
por el valor de la derivada, resultando:

oz _df — X (11)
~dx
Para nuestras N mediciones podemos aproximar 6z, =z, —u, y 0%, =X, — u, . Luego,

utilizando la ecuacion (5):

1 e 1 df ofdfY
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Se puede generalizar la ecuacion (12) a funciones de varias variables (se tiene que suponer
que no hay correlaciones entre las variaciones en las varias variables)

(o) :<a;1)z[gfo o, )[gfj o, )(ng fe @)

Ejemplos:
Utilizando la ecuacion (13) para funciones simples nos da:

z o,
x+y (1) +(oy f
Xy Yol ) +x (o) )
x o) oy
y y? y*
Un ejemplo méas complicado viene es la ley de Snell. Se puede utilizar la ley de Snell:
o s!n(ei) (14)
sin(6,)

en donde n es el indice de refraccion de un bloque de vidrio (este es el desconocido en el
experimento), 6, es el angulo de incidencia del rayo sobre el bloque de vidrio con respecto al
normal a la superficie del bloque y 6, es el angulo de transmision del rayo dentro del bloque

de vidrio con respecto al normal interna de la superficie. Ahora, utilizando la ecuacion (13),
el error en cada medicion del indice de refraccion es:

2 (s zcosz(é?i)+0 , 5in?(8, )cos?(4,)
(0 =lou S S e a9

Si suponemos que n ~1.5 (que es tipico para el vidrio) y que la desviacion estandar en la
medicion del angulo es o, = 0.5° = 0.009 radianes (nGtese que los errores se manejan en

radianes cuando hay angulos involucrados):



7 N L L e I
10° 6.65° 0.0059 0.0002 0.078
20° 13.18° 0.0014 0.0002 0.040
30° 19.47° 0.0005 0.0001 0.024
40° 25.37° 0.0003 0.0001 0.020
50° 30.71° 0.0001 0.0001 0.014
60° 35.26° 0.00006 0.0001 0.013
70° 38.79° 0.00002 0.0001 0.011
80° 41.04° 0.000006 0.0001 0.010

Esta tabla muestra varios resultados interesantes:

1. Debido a que la desviacion estandar de n es mayor para angulos de incidencia
pequefios, es mejor realizar las mediciones a &ngulos de incidencia grandes.

2. Como regla general se puede disminuir el error en la variable calculada minimizando
el error en la medicion de cada magnitud directamente medida.

3. Aunque lo anterior es cierto, también es cierto que hay ciertos errores en las
magnitudes que son mas trascendentes que otros. Por ejemplo, en la tabla se puede
ver que, para angulos de incidencia grandes, la contribucién al error total del error
del angulo de incidencia es muy pequefio comparada con la contribucion del error en
el angulo de transmisién. Esto indica que el error del angulo de transmision es mas
importante y por lo tanto debe hacerse mas esfuerzo por minimizar éste error que el
del &ngulo de incidencia.

Error en el promedio
Utilizando la ecuacion (4) tenemos:

!

1
yxzﬁ(xl+x2+---+xN) (16)
y utilizando la formula para el error en un suma:

1 2 o 1 1 N 2 % 1
s, =—+/\No,) =2 = X; — U, =——0),_ 17
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i.e. si formamos el promedio de N valores la desviacion estandar (o error) en el promedio
reduce como 1/+/N . Si tenemos mas mediciones el error en el promedio es menor.




Ejemplo

Regresando a las mediciones para calcular el indice de refraccion; si medimos los angulos de
incidencia y transmitancia 4 veces cada uno:

6, =80.2°,80.5°,80.1°, 79.7°
6, = 40.8°,41.0°, 41.2°, 40.9°

Se puede calcular la desviacion en cada medicion usando la ecuacion (5):

6. =80.2+0.33°,80.5+0.33°,80.1+£0.33°,79.7 £ 0.33°
6, =40.8+0.17°,41.0£0.17°,41.2+0.17°,40.9+0.17°

Ahora formamos el promedio de cada parametro, y debido a la relacién (17), el error en el
promedio es el error en cada medicion entre -/N , i.e. 2 en este caso:

6. =80.13+£0.17°

6, =40.98+£0.09°

Finalmente, utilizando las ecuaciones para propagar errores (en radianes):
n=1.502+0.002.

Aqui hay otro punto importante: el nimero de cifras reportado en un resultado. Si el error en
el valor esté en la tercera cifra después del punto decimal, como en el ejemplo arriba, no tiene
sentido reportar el valor con mas de 4 o 5 cifras después del punto decimal. También siempre
se debe reportar el valor y el error hasta la misma cifra.

Resumen de ecuaciones importantes:

Si tenemos N mediciones, x., de la cantidad x:

: o 1<
1. La mejor estimacion de X es: u'= NZ Xi
i=1
1 N 2 %
2. El error en cada medicion x; es: o= (le(xi — i) j
LA

11 ([ )2
3. Elerrorenel promedio, ', es: s, = ——= [Z(x — i) j



4. Si x = f(u,v,w), entonces el error en x es:

2 2 2
ol =0’ ot +o)? ot +ol? of
ou oV oW

endonde o, 0., 0, sonloserroresenu, vy w.

Otras ecuaciones importantes

En algunos experimentos tenemos varias mediciones de una cantidad y cada medicién tiene
su propio error, i.e. tenemos: x, o,, X, £ 0,,X; £ 05,--, Xy Lo . AQqui, si una de las

mediciones es muy precisa, debe ser mas importante en el calculo del promedio que una
medicion que no es muy preciso. Esto es, debemos realizar el promedio utilizando pesos para
cada medicion en donde el peso depende inversamente con el error de la medicién.

En ecuaciones tenemos que el promedio es:

y el error en este promedio con pesos es:

Aqui, no hay que estimar los errores en cada valor, como en el caso anterior, porque ya los
sabemos, entonces el resultado tiene una forma diferente. Se puede verificar que si todos los
valores de los errores o, son iguales, recuperamos las ecuaciones para el promedio y el error

en el promedio normales.

Otra situacion que ocurre muchas veces en el laboratorio es la necesidad de ajustar una linea
recta a los datos. Suponemos que tenemos los datos (X, ¥, ), (X, ¥, b (X5, Y5 ) (X, Yy ) Y
gue queremos ajustar estos datos a la linea recta y = mx + ¢, en donde m es el pendiente de la

linea y c es la interseccion de la linea en el eje y. Se puede calcular que las mejores
estimaciones de my c son:
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Finalmente, si en el ajuste a una linea recta se conocen los errores en cada valor de y;, las
mejores estimaciones de my c y sus errores son:

I
Q
I
_Q




Otra vez, como ya sabemos los errores, no los tenemos que estimar y estas ecuaciones tienen
una forma diferente que las ecuaciones para el caso de error desconocido.

Errores sistematicos

El analisis presentado arriba es para los errores estadisticos: estos errores suben o bajan una
medicién aleatoriamente de tal forma que repeticion de una medicion tiende a reducir el error.
Sin embargo hay otro tipo de error, el error sistematico, que afecta todas las mediciones igual.
Este tipo de error no se puede analizar estadisticamente y repeticion de las mediciones no
reduce este error. Algunos ejemplos de errores sistematicos son:

e Errores de calibracion de instrumentos. Por ejemplo, en el caso de la refraccion de la
luz en un bloque de vidrio, si el instrumento utilizado para medir los angulos
siempre mide un poco grande, todas las mediciones seran grandes y el valor final del
indice de refraccion saldra mal. Este error no estara incluido en la estimacion del
error estadistico.

e Errores en los parametros fisicos requeridos en el experimento. Por ejemplo, en el
mismo experimento para la transmision de la luz en el vidrio, se aproxima que el
indice de refraccion del aire es igual a 1, cuando en realidad es 1.000293. Esto dara
un error en el indice de refraccion del vidrio.

e Cambios en las condiciones fisicas. Repitiendo el mismo experimento en dos dias
diferentes cuando, por ejemplo, la temperatura es muy diferente, se obtendra
diferentes resultados para la medicion. Por ejemplo, es conocido que el indice de
refraccion de un material depende de la temperatura. Entonces, la diferencia entre
las mediciones del indice de refraccion en los dos dias puede ser mucho més grande
que el error estadistico estimado.

e Errores de medicion. Errores en la lectura de un vernier, equivocacion en la escala
de una medicion, o simplemente errores en la medicion escogido también afectaran
los resultados finales.



Para reducir el efecto de errores sistematicos es necesario analizar con cuidado cada
experimento y disefiarlo en una forma que elimine o reduzca lo mas posible estos errores. En
ocasiones, si no se puede eliminar un error sistematico se puede identificar una correccion
del resultado final para reducir el efecto del error. Sin embargo, la mejor forma de eliminar
errores sistematicos es realizar la misma medicion con dos técnicas muy diferentes, y si el
resultado es igual para los dos métodos, se puede suponer que los errores sistematicos han
sido eliminados. Si el resultado no es lo mismo en los dos métodos, y esta diferencia es
mayor que el error estadistico, entonces uno (o0 dos) de los métodos tiene algun error
sistematico y se debe trabajar mas en su reduccion.
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